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Problemario I11

1. La variable X toma los valores 1, 2 y 3 con la misma probabilidad. Una vez
observado el valor de X, digamos, X = x, Y se genera con una distribucién de
Poisson de parametro A = x.

(a) Hallar la funcién de probabilidad conjunta p(z,y) para todo x € {1,2,3},
ye{l,2,...}.

(b) Hallar Pr(X +Y > 4).

(c) Hallar Pr(Y > 2| X = 2).

2. La flecha lanzada por un arquero, caerd en un punto del blanco, cuyas coorde-
nadas X e Y (en pies) son N(0,1) independientes. El punto (0,0) coincide con
el centro del blanco. Llamemos R a la distancia de (X,Y") al centro del blanco.
El arquero paga C'$ como entrada para participar en un juego cuyas reglas son
las siguientes: Si R < 0.2 pies, el participante recibe 50$. Si 0.2 < R < 0.5 pies,
el participante recibe 10$. Si 0.5 < R < 1 pie, el participante recibe un dolar vy,
finalmente, si R > 1 el arquero no recibe ningiin pago. ;Cuanto debe valer C'
para que el valor esperado de la ganancia del arquero sea -1.0 délares?

3. En condiciones de descuido severo y humedad excesiva, sobre la superficie de
un CD, de radio p cms, aparece una mancha producida por un hongo. La
mancha dana el contenido del CD, si su distancia R al centro del CD cumple
p1 < R < po, siendo p; y py radios comprendidos entre 0 y p, que definen la
region sobre la cual se guarda informacion. Suponga, por simplicidad, que el
disco no tiene un agujerito en el centro. Si la mancha aparece al azar (con
distribucién uniforme) sobre la superficie del disco, (a) Hallar la probabilidad
de que la informacién en el mismo resulte danada. (b) Hallar la densidad de
probabilidad de la coordenada X del punto sobre el disco donde aparece la
mancha (tome el centro del disco como origen en su sistema de coordenadas).
(c) Hallar la densidad condicional f(y|z) para la coordenada Y cuando se conoce
la coordenada X del punto donde aparece la mancha.

4. En condiciones ideales, la temperatura T, presién S y volumen V', de un gas,
estan relacionados mediante T" = « SV, siendo o una constante de propor-
cionalidad. Si S y V son variables aleatorias con densidad conjunta:

f(s,0) =

ﬁ sis>1,v>1
0 en otro caso
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(a) Hallar Pr(7T/a < 2).

(b) Hallar la funcién de distribucién acumulativa y la densidad de la variable
T/a.
(c) Hallar la densidad marginal de S.
(d) ¢Son S y V independientes?

El par (X,Y) tiene distribucién Unif(R), siendo R el tridngulo de vértices (0,0),
1,0) y (0,2).

a) Hallar Pr(Y > X).

b) Hallar la densidad marginal fy (y).

c) Hallar la densidad condicional fx)y(z|y).

. Dos niimeros son seleccionados independientemente y al azar en el intervalo

[0,1]. Sabemos que el menor de los dos es menor que 1/3. ;Cuél es la proba-
bilidad de que el mayor sea mayor que 2/37

Se elige un punto al azar, uniformemente, en la bola unitaria 3-dimensional:
{(z,y,2) € R® 2? + 3?4+ 2? < 1}. Hallar la f.d.a. y la densidad de su distancia
al origen.

La variable aleatoria X tiene f.d.a. F(z) =", 0 < x < 1, siendo r un nimero
natural. Dado X = z, la variable Y tiene una distribucién Bin(n,x). Hallar
E(Y).

Se toma un punto (X, Y") al azar en el tridngulo de vértices (0,0), (0,2) y (1,1).
Probar que F (Y | X = z) no depende de z. ;Son X e Y independientes?

Los tiempos de vida, X1, ..., X, de n circuitos integrados que forman parte de
un modulo, son variables aleatorias independientes con distribucion exponencial
de pardmetro A = 1.12 x 10~ *2seg™!. Hallar la distribucién de la variable
correspondiente al tiempo en que, por vez primera, se dana uno de los circuitos.

Demuestre que si X,Y son exponenciales independientes con pardmetros g, A
respectivamente, entonces la distribucion del minimo entre X e Y es también
exponencial y determine su parametro.

Se eligen, de manera independiente, 5 nimeros con distribucién Ula, b)].

(a) Hallar la probabilidad de que todos ellos sean mayores que ‘%Lb

(b) Hallar la probabilidad de que el méximo de los nimeros elegidos no pase de
(a+90b)/10.

Debido a variabilidad en el proceso de produccién, el coeficiente de desgaste
T, de los amplificadores producidos por una fabrica, tiene una distribucién
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Unif (0.1,1.0). A su vez, el tiempo de vida T, en afos, de un amplificador
con coeficiente de desgaste T, tiene distribucién exponencial de parametro Y.
Hallar el tiempo de vida promedio de los amplificadores producidos.

Considere el punto aleatorio (X,Y’) con coordenadas independientes N(0,1).
Sean (R, ©) las coordenadas polares del punto aleatorio (X,Y"). Hallar la den-
sidad conjunta del par (R, ©) y las marginales de R? y ©.

Si las variables aleatorias X e Y cumplen 0% = VarX =1y 0% = VarY = 2,
(a) ;Cuanto debe valer pyy para tener Var(X +7Y) = 57

(b) Pruebe que Var(X +Y) no puede ser igual a 6.

(c) {Cudl es el rango de valores posibles para Var(X + Y)?

Sean X,Y v.a. independientes con distribuciéon gamma de pardmetros (n,6) y
(m, @) respectivamente, para n y m enteros positivos. Considere las variables

X
X+Y
Demuestre que U, V son independientes y calcule sus densidades marginales.

U=X+Y V=

A través de una encuesta se quiere estimar la fraccion p de adultos de la
poblacién que se interesaria en un nuevo producto. Se interroga a m personas
de la poblacién, y se estima p como p = X/n, siendo X el nimero de personas
encuestadas que manifiestan interés en el producto. Utilizando el Teorema del
L’imite Central, y suponiendo que el verdadero valor de p es 0.35, encuentre,
aproximadamente, el menor valor de n para el cual p y p difieren en menos de
0.02, con probabilidad mayor que 0.9. ;Cémo resolveria el problema en el caso
realista en que p es desconocido?

Un dado es lanzado 12.000 veces. Use el teorema del limite central para hallar,
aproximadamente, Pr(1900 < S < 2200), siendo S el nimero total de “unos”
obtenidos en los lanzamientos.

Tomamos 100 nimeros al azar (uniformemente) en el intervalo (0,2). Utilize el
Teorema del Limite Central para estimar la probabilidad de que el promedio
X de estos ntimeros se encuentre entre 0.9 y 1.1. Segin la aproximacién que
nos dé el T.L.C., ;Cudnto debe ser ¢ para que X se encuentre en el intervalo
(1 —¢,1+ €) con probabilidad 0.957



Soluciones

Para algunos problemas se incluyen soluciones completas; para otros solo el resultado.

1. (a) Del enunciado tenemos que la distribucién condicional de Y, dado X = =z,
es Poisson(z). Es decir

e *xY
pyix(ylr) = s paray =0,1,...

asi,
e Tx¥

x,y) =px(x x) = ———o
p(r.9) = px(@pyix(yle) = = =
para x € {1,2,3}, y € {0,1,2,...}.

(b) Descomponemos el evento en tres eventos disjuntos:

Pr(X+Y >4)=Pr(X =1,Y >3)+Pr(X =2,Y >2)+Pr(X =3,V > 1).
(X

Ahora bien, Pr(X =1,Y >3)=Pr(X =1)Pr(Y > 3| X =1) =

1 —et( + 5+ 1)) ~ 0.02677.

Similarmente, Pr(X =2,Y >2) = (1/3)(1 = Pr(Y <1|X =2)) =0.198 y
Pr(X =3,V > 1) = (1/3)(1 — Pr(Y = 0|X = 3)) = 0.3167. Asf,

Pr(X +Y >4)=0.02677 + 0.198 4+ .03167 = 0.5415

(c) PrY >2[X =2) =1 -Pr(Y <1|X =2) = 1 — e 2(2 + 2) = 0.594

1!

2. Buscamos primeramente la funcién de distribucién acumulativa (f.d.a.) de la
variable R. Claramente, Rango(R) = [0,00) y, para r > 0, usando que las
variables X e Y son independientes, tenemos

]_ 2 2
= = (1/2)(a+y7) —
Fr(r)=Pr(R<r) = //{m2 J2<r2) 2 e dydr =

r=pcos =psen ro2r ]
P (e)ﬁy psen(0) / / —pe_(l/Q)pdedp —1— 6_72/2.
o Jo 2m

Con la f.d.a. y considerando que R es una variable continua, podemos calcular
Pr(R < 0.2) =1—e%%/2 =0.0198;

Pr(0.2 < R < 0.5) = e 0%/2 — ¢=05°/2 — (0, 0977;

Pr(0.5 < R<1)=e 05/2 _ e /20276 y
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Pr(R>1) =1-0.0198—0.0977—0.276 = 0.6065. Con lo que podemos plantear
la esperanza pedida:

—1= (50— C) x 0.0198 + (10 — C) x 0.0977 + (1 — C) x 0.276 — C x 0.6065,

de donde C =1 + 2.243 = 3.243 ddlares.

(a) A (b) fxlo) = —p<a<p

(c DadoX—m Y ~ Unif(—v/p? — a2,v/p? — 22).

)
)
- (a) Pr(T/a < 2) = Pr(SV < 2) = f2 [P/* Lydvds = 0.5(1 — In2). (Hacer un
dibujo para entender los limites de 1ntegra010n)

(b) Observamos que Rango(7T'/«a) = [1,00). Para t € [1,00), tenemos

Fru(t) = Pr(T/a < 1) = Pr(SV < 1) / /t/s opduds = 1= (14 n(0),

5202
de donde, al derivar, obtenemos frja(t) =1In(t)/t* para t > 1.
(c) fs(s) = [~ SQ{Ude = 2, para s > 1.
(d) El rango de valores del par (S,V) es el “rectangulo” de lados paralelos a

los ejes: S > 1,V > 1, y en todo ese rango la densidad conjunta es factorizable
como = X & = g(s)h(v). Por tanto las variables S'y V' son independientes.

. El triangulo considerado tiene area 1, por lo que la densidad uniforme vale 1
dentro de R. El segmento que une los puntos (1,0) y (0,2) pertenece a la recta
y = 2 — 2z, que se intersecta con y = x en el punto (2/3,2/3). Por lo tanto

2/3 2-2x 92
Pr(Y > X) = / / dyda = .
0 T

(b) Para un valor fijo de y entre 0 y 2, x dentro de R varfa entre 0y (2 —y)/2
(Hacer un dibujo para entender los limites). Por tanto

(2—y)/2 2 —
fY(y):/O dx:Tyv paraye [072]

(c) fxy(zly) = ’}(Yz(g)) = ﬁ, z € [0,(2 —y)/2]. Por tanto la distribucién

condicional de X dado Y es uniforme en su rango.

. Por la independencia entre las variables, la densidad conjunta de (X,Y") vale

1 x 1 =1 en el cuadrado unitario, C. Por lo tanto el par (X,Y") tienen dis-
tribuciéon uniforme en el cuadrado. El evento E; =“El menor de los dos es
menor que 1/3” es la unién de las franjas x < 1/3 y y < 1/3 en C. Esta unién
tiene drea (y por tanto probabilidad) 1/3+1/3-1/9=5/9. El evento Fy =“El
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mayor de los dos es mayor que 2/3” es la unién de las franjas x > 2/3 y y > 2/3.
La interseccion de las franjas, E1 N Es es la regién:
{r <1/3,y >2/3yU{x >2/3,y <1/3}, con drea 2/9. Entonces

Pr(Es|Ey) = (2/9)/(5/9) = 2/5.

. Fr(r) =13 parar € [0,1] y fr(r) = 372, en ese mismo rango.

El enunciado nos da la distribucién condicional de ¥ dado X = z. Como esta
es Bin(n, z), tenemos que E(Y|X = x) = nz. Por otro lado, la densidad de
la variable X es (al derivar) fx(z) = ra"! para x € [0,1]. Usamos ahora la
férmula de esperanzas iteradas (también llamada propiedad torre)

nr
r+1°

E(Y) = Ex (E(Y|X = 2)) = Ex(nz) /01 nara’dz —

. El triangulo T considerado esta limitado por el eje y, la recta y = z y la

recta y = 2 — x y tiene area 1, por lo que la densidad uniforme vale 1 en T
Rango(X) = [0,1] y Rango(Y) = [0, 2]. Para un valor fijo de z € [0, 1], y va de
x a 2 — z (hacer un dibujo). Por tanto:

2—x
fx(x) :/ dy =2 — 2z, para x € [0,1].

Luego, para cada x € (0,1)

1 1

fyix(ylz) = e =55, baray € (x,2—x).

Observe que como la densidad condicional de Y no depende de la variable y, la
distribucion condicional es uniforme, en el intervalo correspondiente. Entonces,

2—x 1
Ewmzmz/
que no depende de x, pero las variables X e Y son dependientes, pues Rango(X,Y)
no es un rectangulo de lados paralelos a los ejes.

dy =1,

La variable Y a estudiar es el minimo de los X;. Buscamos primero,
1—Fy(y) =Pr(Y >y) = Pr(min{ Xy, Xs,..., X,,} > y)
Observamos que el minimo es mayor que y si, y solo si, todos los X; son mayores

que y. Tomando en cuenta la independencia de los X; obtenemos

indep.
L= Fe(y)= Pr(Y >y) =Pr(Xi >y, X >y, X, >y) =

= I, Pr(X; > y) = (haciendo la integral)(e )" = e™"

De esta forma, Fy(y) = 1 — e ™V y, al derivar, fy(y) = nie ™, con lo que
concluimos que Y ~ exp(n\).
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El procedimiento de la demostracién es basicamente el mismo del problema
anterior.

(a) 1/2°
(b) La probabilidad de que uno de los nimeros no pase de (a + 9b)/10 la
calculamos como “longitud favorable” sobre “longitud total”:

(@+9b)/10—a 9

Pr(X; < (a+9b)/10) = — =3

Para que el maximo no pase de la cantidad indicada, todos los X; deben quedar
por debajo de (a + 9b)/10, por lo que la probabilidad pedida es (0.9)°=0.59

Del enunciado tenemos que la distribuciéon condicional de T dado T = v es
exp(v), por lo que (de las propiedades de la distribucién exponencial),
E(T|Y =v) =1/v. Aplicamos ahora la férmula de esperanzas iteradas:

1 1 1
EF(T)=FE~xE(T|IT=v)=F~x|— | =— —dv = 2.558
(T) E(T] v) T(U) 0.9 Jo1wv v

El tiempo de vida promedio de los amplificadores producidos es 2.558 anos.

Por independencia, la densidad conjunta del par (X,Y) es

flz,y) = ie_(l/”(“ﬁ”?) para z,y € R. Las variables (X,Y), en funcién de las
coordenadas polares, vienen dadas por x = hy(r,0) = rcos(0); y = ho(r,0) =
rsen(f). El Jacobiano de la transformacién h = (hq, hg) tiene determinante
r. Entonces, aplicando el Teorema de cambio de variables para densidades
conjuntas, tenemos

1 1
fro(r,0) = Q—Te_%(TQ cos? (O)+r2sen®(6)) 2—7’6_%72 parar > 0,60 € [0, 2m).
m m

Como esta densidad conjunta es factorizable, en s,(6) = 5= y ss(r) = re~ar
Vr > 0,Y0 € [0,27) vemos que las coordenadas polares (R,©) son indepen-
dientes. Asimismo, vemos que la distribucion de © es uniforme en su rango de
valores.

(a) Tenemos que Var(X +Y) = o% + op + 2Cov(X,Y). De la férmula de
correlacién, despejamos Cov(X,Y) = poxoy. Al sustituir los datos, obtenemos

5=1+2+2pV2

de donde p = v/2/2.
(b) Si suponemos ahora que Var(X +Y') = 6, haciendo el mismo célculo, resulta
p=3/(2v/2) > 1, lo cual no puede ocurrir.

7



16.

(¢) Como —1 < p < 1, sustituyendo esta desigualdad en la férmula de
Var(X +Y) obtenemos

ox + 0% —20x0y < Var(X +Y) < o% + 0y + 20x0y,
con lo cual 3 — 22 < Var(X +Y) <3+ 2V/2.

Como X y Y viven en (0, 00), resulta Rango(U) = (0, c0), mientras que V' cae en
(0,1) (porque X < X+Y). Fijado U = u, el par (X,Y") se mueve en el segmento
de la recta = 4+ y = wu entre los puntos (u,0) y (0,u) (sin incluirlos). Vemos que,
en este segmento, el valor de V' varia entre 0 y 1. En otras palabras, el Rango de
V no esta afectado por el valor de U. Es decir, Rango(U, V') = (0,00)x(0,1). La
transformacion (X,Y) ~ (U, V) es invertible de (0, 00) x (0, 00) a (0, 00) x (0, 1)
(esto lo sabemos pues podemos calcular la inversa de manera tnica) con inversa
X=UV,Y=U(1-V).Y el Jacobiano de esta transformacién inversa es

(5

cuyo determinante es —u. Por independencia, obtenemos la conjunta de (X,Y)
multiplicando las marginales:

1

n—1, m—1_—(z+y)/0 >0 > 0.
F(n)F(m)H”*mx y" e , para x Y

fxy(z,y) =

Aplicamos ahora el Teorema de Cambio de Variables para obtener

1

T(n)T (m) 0+ (uv)" N (u(1 —v))™ e %y, parau > 0,0 <wv < 1.
n m n-+m

fov(u,v) =

Esta densidad conjunta puede factorizarse como s;(u)s2(v) siendo

s1(u) = cou™ e 0 v sy(v) = ™ (1 — v)™"! para constantes ¢y, cy. Por
lo tanto U y V son independientes y la densidad conjunta es el producto de las
marginales. Identificamos s;(u) como una densidad Gamma(n + m,6), por lo
que, para que s; sea la densidad marginal correspondiente, debemos tomar

1
I'(n 4 m)ontm

C1 =

Finalmente, despejamos ¢y de la ecuacién fy v (u,v) = s1(u)s2(v) y obtenemos

I'(n+m)

A ) O0<v<l1
F(n)F(m)v (1 —v)™ ", para v <1,

S9(v) =

como la densidad marginal de V. Esta densidad corresponde a la distribucion
Beta(n, m).
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Llamemos X; a la siguiente variable

¥ { 1 Si la i-ésima persona encuestada se interesa en el producto
/L‘ p—

0 en caso contrario.

Las X; tienen distribucién Bern(p) y, si la poblacién total es suficientemente
grande, podemos suponer que son, aproximadamente, independientes (traba-
jamos como si el muestreo fuese con remplazo). A partir de la definicién de las
X;, obtenemos facilmente, E (X;) = py Var(X;) = p(1 — p). Tenemos, ademas,
que p = (X1 +...X,)/n. Por tanto, el Teorema del Limite Central, nos dice

que
Vn(p —p)
p(1—p)

Suponiendo que p = 0.35,

Z = ~ N(0,1), aproximadamente.

N <ﬁ0.02) 1
- V0.2275 ’

Pr(|p — p| < 0.02) = Pr (\/ﬁlp —ol _ /10.02 )

Jp(l—p) V02275

siendo @ la f.d.a. de la N(0,1). (Recuerde que por la simetria de la densidad
normal, se tiene, para > 0, ®(z) — ¢(—z) = 2P(x) — 1).
Queremos que la probabilidad de que p y p difieran en menos de 0.02 sea al menos

0.9. Usando la aproximacién dada por el teorema, buscamos que 2P (%) -

1> 0.9, es decir ¢ (\%%) > 0.95 De la tabla obtenemos que ®(1.65) ~ 0.95,

por lo que, la condicién sobre n resulta

0.02
V002 > 1.65 < n > 0.2275(1.65/0.02)% = 1548.4
v/0.2275

Luego, aproximadamente, se requiere una muestra de 1549 personas para lograr
el margen de error deseado.

En el caso en que p es desconocido, se puede hacer todo el andlisis, hasta la
ultima ecuacién, arrastrando el factor desconocido p(1 — p) (que arriba era
0.2275). Se llega a la condicién n > p(1 —p)(1.65/0.02)2. Siendo conservadores,
consideramos el peor caso, que corresponde al p que maximiza el tamano de
la muestra requerida, el cual es p = 1/2. (Alli alcanza su maximo la pardbola
p(1 — p)). Resulta entonces n > (1/4)(1.65/0.02)* ~ 1701.6, y el tamaro de la
muestra necesaria queda en 1702.

Usamos ahora la versién “suma” del T.L.C. El niimero de “unos” obtenidos en
12000 lanzamientos es una variable Bin(12000,1/6). Es a la vez, la suma de
12000 Bernoullis independientes de pardmetro 1/6, que podemos llamar, como
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en el problema anterior, X;’s. Cada una de las X;’s tiene esperanza 1/6 y
varianza (1/6)*(5/6). Su suma Binomial, tiene esperanza pu = 12000/6 = 2000
y varianza o2 = 12000 x 5/36 & 1667. Tenemos entonces que
5 —2000
V1667

~ N(0,1), aproximadamente.

Entonces,

1900 — 2 2200 — 2
Pr(1900 < S < 2200) = Pr<902083000< <02083000):

Pr(—2.449 < Z < 4.898) = ®(4.808) — &(—2.449) = B (4.898) + P(2.449) — 1,
haciendo la sustituciéon ®(—2.449) = 1 — $(2.449). $(4.898) no aparece en la
tabla y por estar a la derecha de 3.5, aproximamos ®(4.898) a 1 (en realidad
vale 0.9999995). De la tabla obtenemos ®(2.449) ~ 0.9928, por lo que resulta

Pr(1.900 < S < 2.200) ~ 0.9928. Es muy probable que la cantidad de “unos”
obtenidos no se salga del intervalo indicado.

(a) Para la Unif(0,2), p =1y 0* = (2—0)?/12 = 1/3. El T.L.C. nos dice, en
este caso que

Z =+v3n(X —1) ~ N(0,1), aproximadamente.
Asi,

Pr(0.9 < X < 1.1) = Pr(v/300(0.9—1) < Z < v/300(1.1 — 1)) =
Pr(—1.732 < Z < 1.732) = 2&(1.732) — 1 = 0.9583,

(b) Procedemos de manera similar a la parte (a), pero igualando la probabilidad
de caer en el intervalo indicado a 0.95:

Pril—e< X <1+4+¢€) = Pr(—v300e < Z < v300¢) =
Pr(—17.32¢ < Z < 17.32¢) = 2®(17.32¢) — 1 = 0.95.

Resulta, entonces ®(17.32¢) = 0.975, por lo que, de la tabla, obtenemos 17.32¢ ~
1.96, resultando € ~ 0.1131.
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